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고정밀 압축성 유동 해석을 위한 임의의 고차정확도를 갖는 
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초   록 
 
본 연구에서는 압축성 유동장을 정밀하게 해석하기 위해서 불연속 갤러킨 기법을 위한 강건하고 
효율적인 다차원 충격파 포착 기법을 개발하고자 한다. 그동안 본 연구 그룹에서는 유한 체적법을 
바탕으로 다차원 물리 유동 특성을 반영한 다차원 공간 제한 기법을 성공적으로 개발하였으며, 이를 
바탕으로 고차 내삽에 용이한 불연속 갤러킨 기법으로 확장하고자 한다. 이를 위해서 본 연구에서는 
기존에 2 차 정확도의 유한 체적법에서 제안한 MLP 기울기 제한자와 더불어서, 고차 내삽기법에 적합한 
MLP 기반 Troubled-cell 표시자를 추가적으로 개발하였다. 이를 결합하여 개발한 DG-MLP 기법의 경우 
연속적인 구간에서 높은 정확도를 유지하면서도 매우 강건하고 정확하게 물리적 비선형파를 포착함을 
확인할 수 있었다. 
ABSTRACT 
 
The present paper deals with the robust and efficient shock capturing strategy for arbitrary higher-order discontinuous 
Galerkin methods to resolve high speed compressible flow accurately. This approach is a continuous work of extending 
multi-dimensional limiting process (MLP), which has been successfully developed in finite volume method (FVM), into 
discontinuous Galerkin Method on unstructured grids. Based on successful analyses and implementations of the MLP 
slope limiting in FVM, MLP is extendable into DG framework with the MLP-based troubled-cell marker and the 
hierarchical MLP slope limiting. It is observed that the proposed approach yields outstanding performances in resolving 
non-compressive as well as compressive flow features. 
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공간제한 기법), Arbitrary Higher-Order Shock-Capturing Method (고차정확도 충격파 
포착 기법) 
 
1. 서 론 
다차원 공간 제한 기법(MLP)는 유한체적법(FVM)
에 대해서 성공적으로 개발되었다. TVD 또는 ENO-
type 과 같은 다른 공간 제한 기법에 비해, MLP 
기법은 다차원 공간에서 수치 진동을 효율적으로 
제어할 수 있는 장점이 있다. 이론적으로 MLP 공
간 제한 기법은 Maximum principle 을 만족하여  
L norm 차원에서 다차원 단조성을 보장할 수 있
다. 일련의 연구를 통해서 다양한 비점성 및 점성 
유동을 해석시 MLP 기법을 적용한 결과 기존 기법




최근들어 불연속 갤러킨 기법(DG)는 복잡한 형
상에 쉽게 적용 가능하며 고차 내삽시 적은 인접 
격자 정보만 이용하는 장점이 있어, 쌍곡 편미분 
방정식을 고차 정확도로 해석하는데 널리 사용되
고 있다. 그러나 가장 문제가 되는 부분은 불연속 
구간에서 불필요한 수치 진동을 억제할 수 있는 
공간 제한 메커니즘이 불완전하다는 점이다. 그동
안 FVM 에서 널리 쓰이던 TVB 기반 제한 기법
(5)
 
이나 WENO-type 제한 기법 
(6,7)
 을 활용하여 수치 




이들 기법은 다차원 유동 해석시 충격파등의 구간
에서 수치 진동을 제어하는데 한계가 있었다. 본 
연구에서는 이를 해결하기 위해 기존의 FVM 기반 
MLP 기법을 DG framework 으로 확장하여 강건하고 
정확한 공간 제한 기법을 개발하고자 하였다
(8,9)
. 
본 연구에서는 현재 개발중인 DG-MLP 기법을 2 차
원 및 3 차원 비정렬 격자계에 대해 4 차 공간 정
확도 (P3 내삽)까지 적용 및 확장하여, 다양한 압
축성 유동 해석에 적용하였다. 우선 MLP 기법의 
특징을 간단히 소개한 후 DG 로 확장되는 과정에 
대해서 다루고자 한다. 
 
2. 다차원 공간 제한 조건 
다차원 공간에서 단조성을 보장하기 위해서, 
MLP 기법에서는 1 차원 단조 조건을 확장한 다차
원 공간 제한 기준을 제안하였다. 이 기법의 핵심
적인 내용은 격자내 평균값 뿐 아니라 각 꼭지점
에서의 물성치 역시 공간 제한이 필요하다는 점이
다. 특히 꼭지점에서의 재생성된 분포가 주변 물
성치 내에서 제한될 경우 물성치 평균값 역시 단
조성을 보장할 것이라는 가정을 전제로 하고 있다. 
이러한 MLP 조건은 다음과 같이 정리할 수 있다. 
 
,maxmin neighborvtxneighbor qqq    (1) 
 
여기서 vtxq 는 꼭지점에서 물성치이며, 
 maxmin/neighborq 는 꼭지점을 공유하는 격자 평균 물성치
의 최대/최소이다. MLP 조건은 근본적으로 격자 
위상 정보와 관계없이 적용할 수 있다. 효율성과 
정확성을 고려하여 vtxq 를 근사화하는 방법에 따
라 정렬 및 비정렬 격자계에 적용할 수 있다. 
정렬 격자계에서는 꼭지점에서 물성치를 각 방
향별 변량의 합으로 계산된다. 이런 점을 고려하
여 MLP 기법은 기존의 TVD-MUSCL 기법을 기반으로 
다차원 분포를 고려할 수 있는 가변적인 제한자 
범위를 도입하여 구현하였다. 구체적인 내용 및 
분석은 참고 문헌
(1)
에 기술되어 있다. 
비정렬 격자계의 경우, 기저 방향이 존재하지 
않으므로 정렬 격자계와 같은 방법으로 구현될 수 
없다. 격자 내부 유동 분포를 다음과 같이 다차원 
기울기 구배를 이용한 비정렬 격자계 MUSCL 형식
의 선형 결합으로 부터 공간 제한자를 설계하였다. 
 
   ,r jjj qqrq    (2) 
 
여기서 jq 와 jq 는 각각 격자 jT 물성치와 그 
구배이고, r 은 격자 중심점에서 부터의 위치 벡
터이다. 는 기울기 제한자이다. 
이와 같은 선형 내삽 기법의 경우 격자내 최대/
최소 분포가 항상 격자 꼭지점에서 발생하며, 각 
꼭지점에서 물성치는 MLP 조건에 의해 제한된다. 
이를 바탕으로 다차원 단조성을 만족할 수 있는 


























,max0   (3) 
 
이를 만족하기 위해 MLP-u 기울기 제한자는 다








































r 는 허용 가능한 변량 대비 예측
한 변량이다. Maximum principle 을 만족하도록 
 r 을 결정할 수 있으며, 선행 연구를 통해서 




이러한 MLP 조건은 이론적으로 Maximum 
principle 을 만족하여 다차원 공간에서 단조성이 
보장됨을 보일 수 있다. 기존 기법과 비교하여, 
MLP 조건은 인접하는 주변 격자 정보를 충분히 이
용한다. 그 결과 MLP 기법은 다차원 물리 유동 분
포를 포착할 수 있으며, 기존 기법에 비해 정확성
을 향상시켰다. 또한 MLP 조건은 LED (Local 
Extrema Diminishing) 조건
(10)
을 다차원 공간에서 
만족하며, 




   
 
3. 비정렬 불연속 갤러킨 방법을 위한 
MLP 제한 기법 
3.1. 불연속 갤러킨 기법 
다차원 쌍곡 편미분 방정식은 불연속 갤러킨 기




















여기서 Q 는 물성치 벡터이고, F 는 Flux 벡터 
그리고 W 는 실험함수 벡터이다. n 은 격자 바깥 
방향으로 방향 벡터이다. 
DG 기법의 경우, 격자 내부의 분포를 형상 함수
의 선형 결합으로 나타내며, 이 함수는 k 차 정확
도를 갖는 다항함수 공간 V 에서 표시된다. 또한 
실험 함수 역시 같은 공간으로 근사화된다. 
 
















jQ 는 격자 jT 에서 근사화된 물성치 벡
터이고, 
 i
jb 는 형상함수이다. DG-MLP 기법의 경
우 형상 함수에 관계 없이 적용할 수 있으나, 본 
연구에서는 계산 효율성을 위해 직교 형상 함수를 
사용하였다. 
적절한 수치 Flux 를 이용할 경우, 함수 공간 V






































jkQ 는 격자 jT 에서 주변 격자 kT  방향
으로의 경계면에서의 물성치이다.  RL QQH , 은 
수치 Flux 함수 벡터이고, jB 는 기저 함수 벡터
이다. 경계 및 영역에서는 Gauss Quadrature 법을 
이용하여 각각 2p, 2p+1 까지의 정확도를 갖도록 
적용하였다. 
불연속 갤러킨 기법의 경우 유한체적법과 다르
게, 인접 격자 정보만으로도 매우 높은 정확도를 
유지할 수 있는 장점이 있다. 그러나, 불연속 갤
러킨 기법만으로는 쌍곡 편미분 방정식을 해석하
는데 있어서 안정성 측면에서 문제가 있다. 이를 
보완하기 위해 본 연구에서는 기본적으로 RKDG 기
법을 바탕으로 연구를 진행하였다. 이 기법은 안
정적인 수치 적분법과 강건한 공간 제한 기법을 
통해 안정성을 확보하고자 하는데, 본 연구에서는 
공간 제한기법을 향상시키고자 하였다. 시간 적분 
기법으로는 3 차 정확도의 TVD Runge-Kutta 기법





3.2. DG-MLP 기법 
효율적으로 고차 정확도의 계산을 위해서는 
troubled-cell 에 대해서 선택적으로 제한자가 적
용되어야 한다. 이런 점에서 정교한 공간 제한 기
법과 더불어서 정확한 troubled-cell 구분자는 불
연속 갤러킨 기법을 이용한 고정밀 계산을 하는데 
있어서 매우 중요하다. 
기존에 유한체적법에서는 MLP 조건을 이용하여 
Maximum principle 을 위배하는 셀을 찾고 이 셀
에 대해 공간제한 기법을 적용하였다. 이때 셀 내
부를 선형 분포로 가정하였기 때문에 셀 격자점에
서 분포를 제한함으로써 셀 경계에서의 값 역시 
제한할 수 있었다. 그러나 셀 내부를 선형 이상의 
고차 정확도로 내삽하는 경우 이러한 기준을 바로 
적용하는데 한계가 있다. 고차 다항식 근사화된 
셀에 대해 MLP 조건만으로는 troubled-cell 을 모
두 포착하는데 한계가 있다. 이를 보완하기 위해


























q 는 격자 iv 에서 내삽된 해이고, 
 maxmin ,
ii vv
qq 는 격자 iv 를 공유하는 물성치의 최
대, 최소값이다. 격자 주위 분포가 이 조건을 위
배하는 경우 그 격자를 공유하는 모두를 제한 기




이 조건 적용시 clipping 현상으로 극점 주위에
서 정확성이 저해할 우려가 있다. 이를 해결하기 
위해서 국부적인 극점을 포착하는 요소가 추가적
으로 필요하다. MLP stencil 을 고려한 가장 간단




  (9) 
 
여기서 K 는 유동 현상에 따라 결정되는 계수이
며, 본 계산에서는 K 를 1 에서 100 사이의 값을 
사용하였다. 
식 (9), (10)를 통해서 개발한 MLP-based 
troubled-cell Marker 과 MLP 기울기 제한자를 이
용하면 다음과 같이 MLP 기법을 불연속 갤러킨 기
법으로 확장할 수 있다. 우선 개발한 troubled-
cell Marker 를 이용하여 유동 변화가 적은 영역
에서는 고차 정확도를 갖는 DG 내삽법을 사용하고 
유동 변화가 심한 구간에서는 MLP 기울기 제한자
를 적용하여 다차원 수치 진동을 제어하였다. 이 
기법을 DG-MLP-1 이라 하였으며, P2 내삽 기법까
지 적용할 수 있었다. 
그러나 앞서 제안한 DG-MLP-1 기법의 경우 각 
유동 현상에 따른 최적의 K 값을 찾기 어려우며, 
이 값은 내삽 기법의 정확도에 따라 최적값이 달
라지는 문제가 있다. 이를 해결하기 위해서 본 연
구에서는 격자내 분포를 다음과 같이 선형 구간과 
고차 정확도 구간으로 분리하였다. 
 









q ,,  은 격자 kT 에서 꼭지점 iv 로 Pn 
내삽 기법을 적용한 결과이다. kviL , 은 Pn 내삽 
함수를 선형 함수 공간으로 투영한 결과이다. 직





qL  이다. 
매끄럼게 유동이 변하는 구간에서 극점에서는 다
































식 (8)과 식 (11)을 이용하여 새로운 MLP-based 
Troubled-cell Marker 를 제안할 수 있다. 이를 최고
차 내삽 기법에서 계층적으로 적용하여, 선형 구
간까지 공간 제한 기법이 필요한 경우 MLP-u 기
울기 제한자를 적용하였으며, 이를 DG-MLP-II 라 
하였다. 이 기법은 3 차 정확도 이상의 P2 내삽 
기법 이상에서 적용이 가능하다. 
 
4. 수치 실험 결과 
다양한 수치 실험을 통해서 제안한 DG-MLP 기
법의 특징을 확인하였다. 2 차원 삼각형 요소 및 3
차원 사면체 요소에 대해서 4 차 정확도 내삽 기
법까지 적용하였다. P1 내삽기법에 대해서는 DG-
MLP-u1, P2 이상에 대해서는 DG-MLP-II 기법을 
적용하였다. 수치 flux 기법으로는 Local Lax-
Friedrich 기법, RoeM 기법(12) 과 AUSMPW+ 기법
(13)
 을 적용하였다. 효율적인 계산을 위해서 
METIS library
(14)
 를 이용한 격자 분활 및 MPI 병
렬 기법을 적용하였다. 
 
4.1. 등엔트로피 와류 전파 문제 
충격파가 없는 영역에서 수치 기법의 정확성을 
파악하기 위하여, 비점성 유동장에서 등엔트로피 
와류의 전파 유동을 해석하였다. 이 경우 mean 
flow 에 따라 와류가 그 형상을 유지하면서 이동
하는 완전해를 갖는다. mean flow 는 
1,1   p ,    1,1,  vu  그리고 이다. 여
기에 다음과 같은 등엔트로피 와류를 가진하였다. 
 



































와류 강도는 5  이고, 
   00 ,, yyxxyx   이고 는 와류 중심 그리





   
 










10x10x2 7.96E-2  6.03E-2  
20x20x2 1.19E-2 2.06 1.45E-2 2.05 
40x40x2 5.29E-3 1.85 3.30E-3 2.14 





10x10x2 1.44E-2  6.04E-2  
20x20x2 2.05E-3 2.81 1.19E-3 3.07 
40x40x2 2.71E-4 2.92 1.23E-4 3.27 





10x10x2 3.21E-3  1.95E-3  
20x20x2 2.27E-4 3.82 1.14E-4 4.09 
40x40x2 1.72E-5 3.72 6.02E-6 4.25 
80x80x2 1.06E-6 4.02 3.48E-7 4.11 
 
Table 1 은 격자 조밀도에 따른 기법들의 오차를 
비교 분석하였다. Extrema detector 가 성공적으로 
작동한 결과 불연속 갤러킨 기법이 갖는 정확도를 
유지하고 있음을 확인할 수 있다. 
 
4.2. Double Mach Reflection 문제 
이 문제는 수치 기법의 고해상도를 파악하는데 
있어서 널리 알려진 benchmark 문제이다. 계산 영
역은 문제의 물리적인 구성과 동일하게, 30 기울
기의 빗면이 있는 관 내부이며, 의 강한 이동 충
격파가 부딪치면서 생기는 복잡한 물리 현상을 해
석하였다. Lax-Friedrich flux 기법을 사용하였으
며, 까지 계산을 수행하였다.  
Fig. 1 은 삼각형 요소의 길이가 3001h 인 격
자계에서 밀도 분포를 유한체적법과 불연속 갤러
킨 기법으로 비교한 결과이다. MLP 공간 제한 기
법을 적용한 결과 유한체적법 및 불연속 갤리킨 
기법 모두 다차원 수치 진동을 성공적으로 제어하
였다. 그러나 유한 체적법 결과와 비교하였을 때, 
DG-MLP 기법을 적용한 경우 Mach stem 주위의 
shear layer 에서 유동을 훨씬 정밀하게 포착함을 
확인할 수 있었다.  
 
4.2. 3 차원폭팔 문제 
다차원 공간에서 충격파 등의 불연속 구간에서 
수치 기법의 안정성을 파악하기 위해서 1 차원 충
격파 관 문제를 구면 불연속 구간으로 확장하였다. 
대칭성을 고려하여 구의 1/8 형상만 해석하였으며 
초기 조건으 다음과 같다. 
 
Fig. 1. Comparison of density contours around the 
region of the double Mach stem 
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격자는 사면체 요소의 크기가 501h 으로 
393,300 개로 구성되어 있다. Fig. 2 는 밀도 대각 
방향으로 밀도 분포를 25.0t 일 때 나타낸 결
과이다. 구면 대칭성을 고려한 1 차원 Euler 방정
식으로 10,000 개의 격자 결과, 유한체적법 및 불
연속 갤러킨 기법 해석 결과를 비교하였는데, DG-
MLP 기법이 단조성을 보장하면서도 충격파 구조





















5. 결 론 
본 연구를 통해서 MLP 기법을 불연속 갤러킨 
기법으로 확장, 구현하여 비정렬 격자계에 대해 
고차 공간 정확도를 갖는 강건하고 효율적인 수치 
알고리즘을 개발하였다. 특히 4 차 정확도를 갖는 
P3 내삽 기법 대해서도 성공적으로 확장하였다. 
개발한 기법은 복잡한 다차원 물리 유동 특징을 
불필요한 수치 진동을 야기하지 않으면서 정확하
게 포착할 수 있다. 2 차원 및 3 차원 공간에서 수
행한 다양한 수치 실험을 통해서 개발된 기법이 
갖는 다차원 단조성 만족, 향상된 정확성 및 효율
성 등의 여러 장점을 확인할 수 있었다. 
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